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Abstract 
In this paper it is shown that we can construct n spanning rooted trees 
訊・・・， r;• of a n·dimensional hypercube graph C
" 
such that the tree paths 
存[w, O"] (i = 1, · · ·, n) between any node w (a binary number of n bits) and the root
O" are node-disjointed, and the lengths of these paths length(PT;" [ w, O "]) are shown 
by the following formula: 
length(f',. [ w, O"])�di,,r (w, O")
�{山
,,_ ( w, Oり+2 (the i-th bit ofw is 0) (I Si Sn),
disc,,(w, Oり(the i-th bit of w is 1)
where disa(x,y) denotes the distance between two nodes x and y in graph G. 




無向グラフ G=(V,E) の定点rE V を根とするn個の全域木刀，・・・，冗が存在して， G の任
意の点v に対して v からr に至る刀，・・・，乃上の道 Pi[v,r], ・・・，P,,[v,r] が互に内点独立である
とき，刀，・・・，冗は t.p.-独立(t.p.はtree path の略字）であるという．グラフGがn個の t.p. -独立
な全域木刀，…，乃を持つならば， G から高々 n-l個の (VuE) 三 {r} の要素を任意に取除い
ても，残る任意の点v へ（から）根 r から（へ）少なくとも1本の道月[v,O] が残存するので，例え
ば， Gを放送中心を持つ通信網のグラフモデル，或いは送電線，送水管，ガス管等から成る網の
グラフモデルと解釈するとき， Gは故障（破壊）に対する耐性の高い，換言すれば信頼性の高
い網を構成するということができる. T;, …，乃は互に代替系統として働くからである ．
更に，根から任意の点vへの各 T, 上の道が理論的にあり得る最短の長さを持つことが実用
上望ましいこれに就いては「 n 次元超立方体グラフen の任意の2点x,y 間に丁度 n 本の内
点独立な道が存在し，その中で dis(x,y) (Cn Iこ於ける x,y 間 の距離）本の長さは dis(x,y) で
あり，残りの n-dis(x,y) 本の長さは dis(x,y)+2 である」ことが知られている ．本論文の構
成法によれば各 T;" 上の道に就いてこの通りに実現されている ．従って，これを凌ぐ構成法は
存在し得ない．
本論文の構成法によって構成される全域木刀＼・・・，T,," は，en の2点00…0,1 1 …1を軸とす
る回転： rot(T; り=1;:1 により，庁から他のすべての I;" が生成されることが示される言わば，
すべての庁は他と位相幾何的に同型であるのみならず，ユー クリッド幾何的に合同である．
本論文の構成法は帰納的定義に基づくが，enの次元を1次元づつ上げる構成法甲1 を基本
とし，これを拡張してk(k�2) 次元づつ上げる構成法甲k をも定義する ．甲 1 によって構成さ
れたCn+k の全域木刀
n+k ,, .. , r,,::k は甲K によって構成された全域木刀n$k '... , r:+�kに等しい
ことが示される ．
従来，en に対する t.p.· 独立な全域木の構成法に就いては小保方幸次，他[l]及び川口喜三男
[2]により扱われた構成法は[l]により最初に示されたしかし構成された t.p.· 独立な全域木
の最大の高さは少なくも「3n/27 となる方法であった [2]では， t.p.独立な全域木の最大の高




w=a,,an_1 ···a1 (a; E{O,l},i=l, .. ·,n) 
とする ．このときnを語wの長さという.n=0のとき，即ち長さが 0の語を入で表す ．又特に
同一文字からなる語 aa .. ·a の長さがnであるとき，これをぶと書き表すことがある．今，語
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の集合町(n 2 0)を
{ wo = {J}
叩= {anan-I···a1 I a; E {0,1},i = 1,2,-··,n} (n 2 l) 
とし ，町に属する語 w,w' 間の距離 dis(w,w') を次式のように定義する．
dis(w, w') =I {i I a; -:,r. a;, w = an … a1 , w'= a� …a;}I 
特に WEWn と on の距離dis(w,0りを w の重みといい， wght(w) と書く ．
語の連接(concatenation)演算を次のように定義する．
W = { /4 E W
O 
'w' = { 
/4 E WO に対して
am …a1 E W
"' (m 2 l) bn ・・・bl E w
n (n 2 l)
W·A.= W A. ·W= W 
W·w'= am ···al ·bn ···bl = am ··•a丸・··bl
なお ， W·W1 を上記の外 w ・ 丸…bl , wbn …bl ,am …a1 ·W
1, an …a1w' 等と表すこともある．




w. w = am ... a, . w = { am …a, ·w'I w'EW}
又，語 w',w" の対 (w',w") に対して語 Wを前綴として連接する演算を
W ・ (w',w") = (w• w', w• w")
と定義し，語の対の集合E に属する全ての対に対して w = am …a, を前綴として連接して得
られる集合を
W·E == am ···a, ·E = {am ···a, ·(w', w") I (w', w") EE}
とする更に，語の集合又は語の対の集合X1 ,X2 ,…の組 (X1 ,X2 ,…)に対し
W·(Xi ,X2 , …) ==(w ·X" w -X2 , …) 
と定義する．
語 w==aw'E町 (aE {0,1},n :2'. l) に対して前綴 1 文字を削除して語 W を w'EWn- l に圧
縮する演算(contraction)を
ctr(a) =ふ ctr(w) == w' 
と定義する．
長さ1 以上の語の集合 W に対して ctr(w) を要素とする集合を ctr(W) と定義する．即ち
ctr(W) == {ctr(w) I w E W} 従って，一般に I ctr(W) l::;I WI-
又，語 w',w" の対 (w',w") に対して圧縮演算を次のように定義する．
ctr((w', w")) = (ctr(w'),ctr(w")) 
語の対の集合X に対する ctr(X) は，
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すべての (w',w") EXに対してctr(w')= ctr(w")であるならば，ctr(X)=¢ 
ctr(X) = {ctr( (w', w")) I ctr(w') * ctr(w"), (w', w") EX} 
と定義する従って，一般にIctr(X) l:s;I XIとなる ．
更に，語の集合又は語の対の集合X1 ,X1 ,・・・の組(Xi ,X1 ,…)に対して次のように定義する．




Gの点列X。,Xp ・・・ ，xk (x, * x/i * j), (x;_px;) E E(i = 1,-··,k))を点X。からXk に至る道と
いう ．又，X。，X1 ,.. 心=�。 (x; * x/0 :s; i < j < k), (x;_ i ,X;) E E(i = 1,--- ,k))を閉じた道又は
サイクルという無向グラフGでは道或いはサイクルに向きはないと見倣すよって，点xか













G=(V,E)に対して， v から点{x,y,… ，z}及びこれらを端点とする辺を除去して得られ
るGの部分グラフをG-{x,y, ···,z}或いはG-x-y-…-z等と略記することがあり，同
様に，Eから辺{e,J,- ··,g}を除去して得られるGの部分グラフをG-{e,J, ···,g}或いは
G-e- f- ···-g等と略記することがある ．
グラフGI =(�,E1 ),G2 =CV2 ,EJの和(union)G凸パらを次式にように定義する．
G1 uG2 =(�uVz,E1 uEi ) 
この定義から，V(G1 )s;;; V(G2 ), E(G1 ) s;;; E(G2 )ならば，G戸G2 = G2 は明らかである ．
グラフGI =(杯E1 ),G2 =(V2 ,E2 )の積(product)G1 x G2 を次式にように定義する ．
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Viの各点xにGI= (月， El )を対応させる． これを "x にGI = (�,El )を埋め込む" という．こ
れによりG1xG2 の点集合 UxeV2 X· �= LJ xeV, { XU I U E�} (但し XU は文字x,uの連接）が定
まる． 尾の各辺e=(x,y) に辺集合{(xu,yu)luE�}を対応させる． これを "e= (x,y) に辺
を埋め込む"という． これによりGぴ伍の辺集合 u
{x,y)e£, { (xu,yu) I u E�}が定まる従って
G1 X G2 = ( Uxev, {xu I U E�},U{x,y)e£, {(xu,yu) I U E�}) 
n次元超立方体グラフ en (n�1)を次のように定義する．
en =(Vn ふ）， vn ={wlwE町｝， 互 = {(w, w') I dis(w, w') = 1; w, w'E叩｝
ここで， v;, Iま en の点集合， En Iま en の辺集合であり, 1v;, 1= 2n ,1En l=n·2n-l である．
Cn Iまn 連結であり， en の任意に与えられた 2 点x,y に対して， y=処，y(x) となるような
自己同型写像rp
ふ）
， が存在する.C"' は，m::;nであるとき， en の部分グラフとしての任意のm




010-C3 = (010·r':i, 010· £3 ), 
{ 
010-V3 ={OlOwlwEWり，
010-£3 = {O lOe I e = (w', w"),dis(w', w") = l; w', w" E Wり
グラフG の部分グラフHの点集合がG の点集合に等しいとき，HはG の全域部分グラ
但し
フ(spanning subgraph)という．特にHが木であるとき，HをG の全域木(spanning tree)と
いう．任意の連結グラフG= (V,E) には全域木が存在するという事実はよく知られている．
今，木Tの1点 r を任意に指定したとき， r を根という.G の根 r を指定されたn 個全域木
刀，…，乃に於いて点Uから r への木の道をそれぞれ Pi[u,r],…，P,,[u,r] とするとき，すべて




の t.p. —独立な全域木冗，・・ ，亡の構成法炉
甲1 は， en の t.p.-独立な全域木刀",…，r:· を帰納的に定義する．
(i) 




S" = (W",E(S")), E(S") = {(Ow,lw) I WE w"-1} (nこ1)
―亡=O•(Wn-1,ゆ） (n�2), +J'.


















(ii) T/ == -Y/ u +T/ u H;" (1�i�n -1, n 2'. 2)
但し，-y;" == Q. y;
n-l, +y;
n == u wew••-ll-,1 W·I;;
町== (W" ,E(Hり）， E(H、")=={(OwlO叫lwlO
i-1) I WE w<n-l)-I}
［注意J -Y"は辺を有しないtrivialなグラフであるから，―r;uS" == S"は明らか．n 
上記の定義に基づく構成例を示す．











O· 刀I l· 冗
が＝―刀zu 十庁uH�
=0 吋ul·冗u(W2 ,{01,11}) 
(3) a. 冗＝＋冗uS3 , +冗=10-ctr(
+T2加l·S2













=1· 冗u(W冒(Ow, lw) \ w E Wり）
001 010 JOO 111 
1 0 -clr( で） I· 1 s'X· s' 亨 ⇒ 冗〗素
101 101 110 000 011 101 110 
b. 冗== 0 - か U 十刀3uHぶ ＋冗== uweW' lw· 冗== 10-冗ul l·冗
H( == (W3 ,{(0wl,lwl) I w E W
1 }) == (W3 ,{(001,101),(011,111)}) 
001 010 100 111 001 010 100 111 
001 010 100 111 
000 Oil 101 110 




I I· Hi 工． ⇒ 冗 〗しn
000 011 JOI J JO 000 011 101 110 000 Oil 101 110 
c. T;=O·T/u +T;uH;, +勾=Uwew0 lw-T/ = l·T/ 
H; = (W3 ,{(OwlO,lwlO) \ w E W
0 }) = (W3 ,{(010,110)} 
001 010 100 111 001 010 100 111 001 010 100 111 
O•T,' 閃 •r; 閃 H;: ． 
．`． 
⇒ T;: 〉爪． 
000 01 I 101 110 000 011 IOI 110 000 Oil 101 110 
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上記の構成法平を次のように図示することができる ．図で矢線は，根 O" へ向かう道に沿
うよう辺に向きを与えたときの向きを示す．
［炉] (a) 
(i = 1,-• ·, n -1) 
―T" = o.yn -l
l l +y;
n = uwewl•-IHlw· 冗
E(Hn ={(OwlO叫lwlOi -1 ) I WE w<n -l)-,}
(b) 
＋勾=1·冗
＋亡=1 O·ctr( +T, ご）ul -s"-1 
E(S") = {(Ow,lw) I wE W正1} (n:2:2) 




のn個の全域木庁， … ，刀の t.p.·独立性を
論じる ．その際には共通の根rとして点 O"を指定する ．前章の定義に於いては既にそれを暗
黙裡に仮定している．便宜上，根 O" へ向かう道 Ui,…, uk+Puk, …, O"の上にある辺 (uk+Puk )
の向きを明示するとき， (uk+l:uk) 或いは(uk�uk+l ) と書くことがある．
ctr(町） = (W"-1 ,¢) (1::; i幻n-1)
ctr(S") = (W正1,¢)
ctr(H;") = ctr((W" ,E(H;"))) = (ctr(Wり，ctr(E(H;")))
= (W"-1,ctr(E(Hり））
ctr(E(H;")) = {(ctr(Owl -OH ),ctr(lwl-OH )) I w E wn -H}) 
= {(wl·O叫wl-0;ー1 ) I w E wn -i- 1} =¢
ctr(S") = ctr((W", E(S"))) = (ctr(W"),ctr(E(S"))) = (W"-1,ctr(E(S"))) 
ctr(E(S")) = {(ctr(Ow),ctr(lw) I WE W"-1} =炒
［補題1 ] (1) 
(2) 
（証明） (1) 






(1) T;" = U wew"-; w·T/ u o
n+i·H/1 u o•-i-2·H/2 u…uO-Ht-'uHt 






（証明） (1) n=i+k(k=l,2, …）と置き， K に関する帰納法を用いる ．
亡＝―r/+1 v +rt v Ht 
=O·T/叫wew•l·w·T;
i vH:+I =O·T;i Vl·I;i vH戸=U咋w'w·T;i V H/1 
n <i+kに対して成立すると仮定してn=i+kに対して成立することを示す．
y;1+k =―r;i+k V +y;i+k V H、i+k
= 0. T;i+k-1 VU wew•-1 l·W ・ T/ vH:
+k 
= 0. { u wew•-1 w. r;i V ok-2 . H、i+I v ok-3 . H:+2 v ... u o. H/k-2 v H/k-1 } 
Vl·U ,_, w•Ti vHi+k weW 
= uweW'w• T;
i vok -1 ·H; ヽ+I vok-2·H、i+2 い·UO·H、i+k-1 vH:+k 
故に，任意のk(i +k = n)に対して成立する．
(2)亡＝十T,,"u S" = 10-ctrC� ご）ul-S正1uS"
= 10·ctr(lO•ctr( +� ご）u l·S"�2 ) ul-S"-1 u S" 
= 100·ctr( +T,,��2 ) u 10·S"-2 u l·S"-1 u S" 
= I o•-2 ·ctr( で）u 10•-3. s2 叫o•-4·S3u・・・u1-s•-IuS" 
= I o•-2 ·ctr(l·I;') u 1 o•-3 ·S2 u I o•-4·S3 u・・・u1-s•-IuS" 
= 10•-2 . s'u 10•-3 . s2 u 10•-4 . S3 u…u1-s•-I uS" 
．
 
［補題 3] ctr(T; り=y;n-l (1�i�n -l) 
（証明） ctr(T;") = ctr(
―
T;" U +y;n U町）= ctr(O·y;n-l U l·U wewl•-1)→ w•T;'UHり
= r;"-1 uU 沢：w'"ー1,_.w•T;;u(W"-1 ,¢) (・： ctr(H;") = (W"-1,</J)) 
=T;n -1 (": 第 2項は補題 2よりy;n-1 の部分グラフであるから，又 (wn -1,<p)も
y;n -1の部分グラフであるから）
I 
［定理 1 J C
" 






n -1 , …， Tご の t.p.—独立性を仮定して g に対する
尼・・・， T,,"の t.p・・独立性を示すが，場合を分けて別々の補題として示し，最後に綜合する：
［補題 4] 点 Ow (w E w•-l -0"―I)からO" へ至る T;" (1�i�n -1)の道 P,[Ow,0"] (w E w·-1) 




T;" = -y;n U +y;n UH;"' +y;n = LJ weW'"ー()―.lw·T;' より 7↑ 中にlw·冗として存在
するr;' は i<n-1)-i 個であり，これらのlw·T;i は互に点を共有しない．又， -y;n ,+y;n を繋ぐ辺は，
E(H;") = { (Owl 0叫lwlOH) \WE w<n -l)
一
＇｝より，同じく i<n-1)-i 個である ．従って，＋刀n 中の 1
個の lw·刀i と 7↑ を繋ぐH;" の辺は唯 1 個存在する．
上述のことから，刀n の道月[Ow,O"] = x。(= Ow), ・・・， X1-1,
X1 ,・・・， xm (= 0りに於いてはどの辺
(x1-1,
x1) (1叫m) も E(H;") に属することはない．何故ならば， もし属するならば，再度
―I;"
の点に至るには辺 (xH,ふ）を もう 1 度通過する筈であり，そうであれば P,[Ow,O"] はサイク
ルを含むことになり木の道であることに反する従って， I;"'T/の道 P,[Ow,O"], PJOw,O"] 
（証明）
はそれぞれ ―刀n = Q. r;•-1, ―T/= O •T/ の道である．
-, ,� ム-の二つの道が内点独立でないと仮定すると，共有点 Ov (v E w"-1) が存在し， y;n -1の道
ctr(P,[Ow,O"]) = P,[w,0"-1] とT戸の道 ctr(P}Ow,O"]) =�[w,0"-1] も共有点 ctr(Ov) = v 
を持つことになる．そこでこの仮定が成立しないことを帰納法を用いて以下に示す．
I. n =3 のときこのときは i = l,j = 2 と定めてよい．―:z;3 = 0 . 冗， -Yi= O •T2
2 であるか
ら，叩の道 ctr(E;[Ow,03 ]) = E;[w,O汀と冗の道 ctr(?z[Ow,03 ]) = ?z[w,O汀とは内点独立
であり，端点以外に点を共有することはない．
II . 7;•-1''I, 戸の道 P;[W, on-I], �[ W, on -I] (n -1�i, j) が内点独立であることを仮定して
T" T� の道 P[Ow,O"], P.[Ow,O"] は内点独立であることを示す道 J;[Ow,O"], ½[Ow,O"] がI ' j 1 
端点以外に点 Ov を共有するとするならば， y;n-1 とT戸の道 ctr(P,[Ow,O"]) = P;[ w, on -I ] と
ctr(P [Ow, O"]) = P.[ w, 0"-1 は共有点 v を持つことになり，仮定に反するからである．J 1 ］ 
I 
点 lw (wE 戸）から O" へ至る刀" (1:::; i幻n-1) の道 P,[lw,O"] (w E W正I ) と
T/ (1 :::; j :::; n - l; j * i) の道 P}lw,O"] (wE W"
ーI ) は内点独立である．
（証明）補題 2 から T勺ま\ wn -i \= 2n -i 個の刀＇ ，即ち uweW"―, w·T;; とその間を繋ぐ辺，即ち
―r;'
L 
の内部では on -i-1 . H:+l U on -i-2 . H:+2 い・・u O -H;"-;,
―r;" と +r;n を繋ぐ辺の集合庄から構
成されている.T/に就いて も同様である．
道P,[lw,O"] (wE w"-1) は， lw =lw'w" (w'E w<n -l)-i'w" E W;) と置くと，
P,[lw,O"] = lw'w", · · ·,lw'lO叫 Ow'l O叫··,O"
但し，部分道 lw'w",···,lw'l O; ー1はlw'· 刀内の道；辺 (lw'l O叫Ow'l O;
―I) は




同様に道P.[lw O"] は， lw = lv'v" (v'E w<n -l)-j v" E W j) と置けば，
J ' ' 
PJlw,0"] = lv'v", • • •,lv'lOi-I ,Ov'lOi-I ,. · ·,O"




げ の辺；部分道Ov'l01 -1,・・・，O" は -r/ 内の道
J 
と表すことができるが，これに対し
ctr(月[lw,O"]) = P,[ w,O正1 ]= w' w",··, w'lO叫・・・， 0曰
及び ctr(P[ lw,O"]) = P [ w, 0"- 1 ] = v'v",· · ·v'lO」-I ... J J , , ,o
n -I
は，補題 3 よりそれぞれctr(T;") = T/-1 とctr(T/) = T_戸 の道である．
P,[lw,O"]と1:[lw,O"] が端点以外に共有点を持つならば，ctr(月[lw, O"]) = P,[ w, on-I ]と
ctr(1:[lw,O"]) = 1:[ w,o"- 1 ] も共 有 点 を 持 つ こ とに な る が ，帰納法 の 仮定を用い れ
ば， P,[ lw,O"]とP)lw,O"] が端点以外に共有点を持つことはあり得ない．
I 
［補題 6 J Ow ( wE W正I -Q"- 1 )からO"へ至る冗 の 道 P,,[Ow,O"] と7;"(1 :C:::: i :c::; n -l) の 道
P,[Ow,O"]は内点独立である．
（証明）補題 2 の 証明中に示した如く，道 P,[Ow,O"] は ―J;" = 0 . 7;n -l の部分グラフであって，
+i;n の点を経由することはない.r; の道 P,,[Ow,O"] は点OwEV(
―亡）からS" の辺 (Ow, lw)
を通って +T,,n に入り，最後にS" の辺 (10"- 1 , 00正I ) を通ってr; の根r =0"に至る従って，Ow
( w E Wn -l - 0"-1) からO"へ至る亡 の 道 P,,[Ow,O"]と7;" (1 :c:::: i :c::; n -l) の 道 P,[Ow,O"] は内
点を共有することはあり得ない．故に，内点独立である．
I 
［補 題 7] llw ( wEW"-2) から O" へ至る冗 の 道 P,,[llw,O"] と7;" (1 :C:::: i :C::: n -l) の 道
P,[11 w, O"] は内点独立である．
（証明） (1) T,,"の定義式： T,," = +亡 uS",
但し，＋亡=10·ctr(+I; ご）ul•S八 l·E(S"- 1 ) = {(lOw,l lw) \ WE w"-2} 
から，冗 の 道 P,,[11w, O"] は，点llw から直ちに点10w に移り，やがて点10 -0"-2に至れば（そ
の 間lO·ctr『Tご） の外に出ることはない），S"の辺 (l0"-1, 0りを通って根 r = 0"に至る．
(2) 7;"の定義式： I;" = -i;n U +7;n UH;" ( l :C:::: i :C::: n -l),
但し，十I;" =Uwew•·-,,_,lw·I;
i =10 -U 咋w••-21-i w·I;i ul l·Uwew••-21-i w·I;
i 
から，I;"の 道 P,[llw,O"] は，点llw を発して部分グラフ11w'• I;" ( w = w' ·w" ) の 内部を移動
し，点llw'lO'―1 に達すれば町 の 辺 (llw'lOiー1 , 0lw'lO;ーI)を通って ―I;"に侵入する．一旦 -i;n
に入ればその 内部を移動してやがて根 r =O門こ至る．
上記により道 P,,[llw,O"]とP,[l lw,O"] がそれぞれ通過する en の領域が端点llw とO"を
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［補題8 J IOw (w E w"-2 ) から O"へ至る亡の道 .P,.[IOw,O"] と T;"(I�i�n -1) の道
眉lOw,O"] は内点独立である．
（証明） にi�n-2の場合と i=n-l の場合に分けて証明する．
(1) lsisn-2の場合 ． 庁に就いて
+yn =U 1 weW ,,-JJ-, lw刃'
= 10·LJ wewc,-,,-, W·I;  U 11·LJ wewc•-2l-, W·I;'













―T,,�;'u sn - 1 = 0. cwn - 2 '炒）u(wn -1,{(0w,lw) I w E wn - 2 }) 
�(w•-• ,{(Ow,lw) I w E w•-'n�S"
ー' )
= 1·(10·ctrCT, ご）ul·S"- 2 ) ul·S"-1 
= l 1-(0-ctrCT, ご）u S"-2) ul·S"-1
+T,,n = 10·ctr( +T, ご）ul-S"-1
= 10·ctr(lO• ctr( +T, ば）u 1·s"-2 ) u 1·sn - l 
= 10-(0·ctr( +T, ご）u S"-2) ul·S"-1 
よって， +r,らと 十T,,"の部分グラフ 11・(0.ctr( +T,,"_�2 ) u s"- 2 ) と10-(0·ctr( +T,,"_�2 )u s"-2) が
全く同構造を持つことは明らかである．
補題4,補題5 により刀"(1Si S n-1) と T/ (1::; Js n-l ) は独立であることは既に示さ
れた従って，点 l lw (w E w"-2) からO"へ至る刀" (1 Si Sn -2) の道の 十T;"に含まれる部分
は， l lw = 1 lw'w" (w' E w(n -2H, w" E Wi ) と置くと，1lw'w", …，l lw'lOH である．同じくT,,"..,
の道の 十T,,"_,に含まれる部分は， l lw, …，11 on -i であって，これらは内点独立である．
前述の如く ＋庁の部分グラフ 10-U w-T; と11-UweW (n-2)-o wew<•-2H w-T' が同構造 であること
と十T,,"..,と ＋亡の部分グラフ 11・(O·ctr( +T,こ2 ) U sn - 2 ) と10.(0. ctr( +T,,"_�2 ) u s"- 2 ) が同構造
であることから，点 lOw(wE w"- 2 ) からO"へ至る T;"(1 sis n -2) の道の 十庁に含まれる
部分は前綴 11のみが 10 に替った lOw'w", …, lOw'lOH であり， T,,"の道の 十亡に含まれる部
分はこれも前綴 11のみが 10 に替った 10w, …，1 oon -i であるから，内点独立は明らかであ
る-T,,"の道として点O"へ至るにはS"の辺 (1·on - I '0 . on - I ) を通ればよいから，刀n の道の
―
庁
に含まれる部分と点を共有することはない． 故に， lOw(wE wn -2 ) からon へ至る冗の道
P,,[lOw, on ] と T;n (l Si Sn -2) の道 P,[lOw,On ] は内点独立である．
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(2) i=n- 1 の場合 亡の道 P,,[lOw,On ]= 10w, …， 1on-l'on に対して T,,"_l の道は






5. 尼…，亡に於ける disr. (w,0り
点O"を根とする T,勺こ於ける点 WEW"の高さ(level)は disr,"(w,0りとして定義される． こ
こでは任意の点 WEW"の T,勺こ於ける高さの表現式を示す．それにより木 T;"の高さは一様
に n+lであるという結果が得られる．
［補題 9 J dis.T,," (lw,10"-1) = wght(w) (n�2)
（証明）帰納法による．
I. n =2 のとき．＋対 =1 ・冗=({10,11},{ (10,11)}) であるから，明らかに成立する．
II. n- 1 に対して成立すると仮定して n に対しても成立することを示す．
＋亡=10 ·ctr( +r, ご）ul-S"-1であるので，点 lOw(wE w"-2) と点 11W (W E W"-2) とに場
合を分ける．
(a) lOw(wE w"-2) の場合対応する +r,ごの点は lw であり，これに対しては帰納法の仮
定により dis.r,ぷ,(lw,10"-2) = wght(w)である. +r, ごと 1 0 -ctr( +T,ご）の相違は点名のみであ
る例えば前者の点 lw は後者では 10w となり，その重みは相等しいしかもグラフとしては
同型であるので， dislO·clr(•r:_,' )(1 Ow, 1 o
n -I) = dis•r:_,'(1 w, 1 on -2) が成り立つのは明らかである．
従って， 10 -ctrCJ;ご）を部分グラフとする ＋亡に於いて次式が成り立つ ．
dis•r: (lOw,10"-1) = dislOctr『r;吋）(lOw,10"-1) = wght(w) = wght(Ow)
(b) l lw(wEW"-2) の場合点 l lw から出る ＋亡 の辺は(l lw,lOw) E 1 - S"-1 だけであ
り，10w は10 -ctr( +T, ご）の点である従って，
dis•r: (l lw,10"-') = dis•r: (l lw,lOw) + dis•r: (lOw,10"-1) = 1 + wght(w) 
= wght(lw) 
故に，(a)と(b)を綜合すれば， W1E wn-l に対して dis•r:(lw',10"-1) = wght(w') が成立する ．
I 




wght(w) (w= w'lw", w'E w"-\ w" E wi - l ) 
(l�i�n)
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（証明） I. i = nのとき ．
(a) w= lw" ならば，補題 9 よりdis
T: (lw",I0"-1) = dis.T: (lw",10"-
1 ) = wght(w") 点 }Qn -l
から O" へは辺 (10"―1,oりで結ばれるから，dis互:(IQn -l ,0り= I. 従って，
dis
互
:(I w",O") = dis.
T: (lw",10"-
1 ) + disT: 00·-
1,o") = wght(w") +I= wght(lw")
= wght(w) 
(b) w=Ow" ならば，点 Ow" から唯一出る辺は(Ow",lw") ES", 従ってdis
互
: (Ow",lw") =I,
disT" (lw",10"-1) = wght(w"), 点 10•-
l から根 r=0" まではdis
T.
" (I o•-1, Oり=I 従って，
dis
T.
. (Ow", O") = dis
互
: (Ow",lw") + disT: (lw",I0"-1) + dis互:oo•-l, O") = wght(w") + 2
= wght(w)+2 
故に，(a)と(b)を総合すれば i=n のとき定理は成立する．





I • H;+1 u o•-i-2 . H;+2 u…uO-Ht1uH;" 
W= w'w" (w'E wn -i, w" E Wi) と置く ． このとき w は部分グラフ w'•刀i の点である. I ょり
disT;, (w",10← 1) = { w
ght(w")-1 (w" = Iwm, wm E Wi-1)
wght(w")+l (w" = Ow"', wm E Wi -1 ) 
が得られるから， w" に前綴 w'を附加しても同等の式
disT;, (w'w", w'IOH ) = { w
ght(w")-1 (w" = lw'", Wm E Wi-1 ) 
wght(w")+l (w" =0炉，Wm EWi-l ) 
を得る．
点 w'IOH から根 r=on までのT;n の道は部分グラフ on -i-l·fl,戸U …uO •Ht-1uHt の道
である. wght(w') = h と置けば， w' 中には h 個の字 1があるが，今，w'=an_』an -i-l … al に於い
て上位の桁から列記すると a
j, ,aj, ー,,…， aj, だけが 1であるとすると，道は下記
(O···Oaj, ···aA_, ···10; ―
1 ,0-··0a
j
, ーI • •  -lOi-1 ) E E(on-i-j, H:+1')
(O···Oa
k
, ···aA_, ・ ・ ・ lOi-1,0-·-Oaj,_, ··-10; ―I) E E(o
n -i-j,_, Hi
ヽ+j,_,)
(0 ・ . .oaj, ... 1Q
i―1,o ... 010H) E E(On―‘―j, H:+j,) 
のh 個の辺を辿って点 on―;10←l へ至る点 0呵OH から根 on へはon -i .刀i の辺を通る．










= wght(w') + 1 + { 
川口喜三男
wght(w")-l (w" = lw'", w'" E W'ー')
wght(w") + 1 (w" = Ow"', w"'E WH ) 
{ 
wght(w'w") (w" = lw'", w'" E WH ) (1::::; i:::; n-l)- wght(w'w") + 2 (w" = Ow"', w"'E W'ー')
以上のI , IIを綜合すれば定理が得られる．
I 
［系 1] en の任意の点 WEW門こ対して disr," (w,0り= wght(w) となる刀
n
が wght(w) 個
存在し，残余の n-wght(w) 個の t勺こ於ては dis
刀
.(w,0り= wght(w)+2 が成り立つ ．
（証明）定理2から直ちに得られる．
I 




［系 2] (a) Height(I; り= n + l (1 sis n; n 2-: 2) 
(b) dis rt (w, O") = n + l⇔ w=l
n-kol-1 (lsksn;n2':2)
（証明）文字列 WEW" 中に 0 を 1 個だけ含めば， dis刀, (w,O") = wght(w) + 2 = n + l となる
I;"が 1 個存在し， w=l"-kOlk -i (lsksn) であるならば，それは冗である．故に，どの Tk勺こ対
しても disrt(w,O") = n + l であるw は唯一存在し，それは W= 1
n -ko1k -l である．
I 
6. T;" の回転
n 次元超立方体 en =(v;,,En ), vn = {wl w E wり， En = {(w, w') I dis(w, w') = 1} に於ける
全域部分グラフ G=(Vn ,E(G)) の回転 rot(G)= (V",rot(E(G))) を次のように定義する
．
rot(E(G)) = {rot(w, w') = (rot(w), rot(w')) I (w, w') EE(G)} 
但し，一般に rot(w)�(a. a0_, •· a, a,{〗�... � �]=(a. ー1
0 0 ... 1 0 
ここで， (an an -I .
.. al ) は W=anan -1
… al の行ベクトル表現とする．
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なお， この とき rot―I((an -I an -2
… al an )) = (an an-I … al ) とも書く又， W に対する
rot, ro戸 の k(k 凶 0) 回の遮用をそれぞれrol(w),ro戸(w) と書く ．一般に wEWn のとき，
ro『(w) = rot゜(w)=w である．
本章では，rot(T,り= T,;i , rot(T,,
n ) =庁が成立する ことを示す．
rot(Ow·Sりurot(lw·Si )= W·si+I 
rot(Ow-S;) u rot(lw·Sり
= rot(Ow-(W;,{(Ow',lw') I w'E WH })urot(lw-(W;,{(Ow',lw') I w'E Wi -1}) 
= (w·{vO Iv E W;}, w·{(Ow'O,lw'O) I w'E Wi-1 } 
u(w·{vl Iv E Wり，W ・ {(Ow'l,lw'l) I w'E Wi-1} 
= (w·{vO, vl Iv E W;}, w{(Ow'O,lw'O),(Ow'l,lw'l) I w'E Wi -1 } 







rot(Ow·T/ ulw·J;;)urot((OwlO叫lwlOH ))= w ・ 冗？
rot(Ow·t ulw· 穴）
= rot(OwlOi -Z• S1 U Owl oi -3·S2 U…uOwl·S;-i uOw·Sり
(1 :s; i:::; n -1) 
rot(lwlOた2-S1 ulwlOi -3 -S2 u…ulwl-SH ulw-Sり
(·: 補題2, (2))
= wloi -Z·({vO IVE W1 },{(00,10)})uw10j -)·({vO IVE W2 },{(0w0,lw0) I w E W1 })u 
…uw•({vOI v E W;},{(OwO,lwO) I WE WH }) 
uwlO;-z•({vl Iv E W1 },{(01,1 l)})uw10;-3·({vl Iv E W2 },{(0wl,lwl) I wE W1 })u 
…uw•({vl Iv E叩},{(Owl,lwl) I WE WH }) 
= wlo;-z•(W2 ,{(Ow,lw) I wE W1 })uw10;-3·(W3 ,{(0w,lw) I wE W2 })u ・・・
… uw-(W;+i ,{(Ow,lw) I WE附｝）
= wl o(i+I)-)·S2 U wl o(i+l )-4·S3 U… UW·Si+I 
一方， rot((OwlO叫lwlOi -l )) == wlOi -l·(0,1) == wlo(i+l)-Z -E(Sり
rot(Ow-T;; ulw·T;; u(OwlO;-i,lwlO万）
== (wl o(i+l)-J• S2 U wl o(i+l)-4·S3 U… U W'si+l) U wl o(i+l )-Z• S1 





rot((OwlO叫lwlO;―1 )) = (wlOHO, wlO呵）は，分離している rot(Ow·冗）と rot(lw 釘）を




W· 冗;1 -{ww'l\ w'E W;} = rot(Ow·I;'), 
W· 冗？ー{ww'OI w'E W;} = rot(lw·I;;) 




0000 0011 0101 0110 
l· 四3
1001 1010 1100 1111 
1000 1011 1101 1110 
0001 0010 0100 0111 1000 1011 1101 1110 
0000 0011 0101 0110 1001 1010 1100 1111 
［定理3 J T" = rot(O·T"-1 ul-T"-1)ul0"-2 -S1 (n�2) n n-1 n-1 
（証明）補題11に於いてW=/4と置き，更にrot((OlO;-i,1 10;-2)) = 10;-i· ゞ を用いる．
I 
［定理4 J rot(T; り＝応 (lsisn) 
（証明）補題2,(1)を用いて
刀" =U w·T'uo
n-H ·H;+i uon-; i -H:+2 u・・・uO-H"-1uH" (". ・ 補題2 ,(1)
weW • -
i I I 
=U i-1 咋
W"
―H (Ow·T;; ulw·T'u(OwlO叫lwlO))'vOn-,ーI . Hi+! U on-i-2 . H、
i+2 U…
··· ···UO·H戸 (lsisn-1)
亦，rot(On-i-a ·H:+a) = rot(On-i-a· (W;+a, { (Owl O'
―1 ,lwlOi-1) I WE wa-1})) 
= on-(i+l)-a . (W(i+l)+a, { (Owl o; , 1 wl o;) \ w E W門））
= on-(i+l)-a . H悶l) +a (lsasn-i-1) 
従って，
rot(T;") = rot(U wewn-H (Ow·r;
j u 1 w·r;; u (Owl OH , 1 wl o; ーI)
uOたi-1 . H:+I u on-i 2 . H:+2 u・・・uO-H戸）
=U 咋w•-←1 rot(Ow·I;; ulw·T;; u(OwlO叫lwlO'








I U on-(i+l)-1 . H
;







更に，rot(T,,") = rot" (rot
―(n-1 ) (T, り） =ro『（庁）＝冗
n
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where S1 = (W1 , { (0, 1)}) 
(n == 1)
(n�2) 
(ii) 庁={ rot(T,,") rot(応）
(i = 1) 
(2 s i < n) 
ー
7. 構成法甲K
構成法炉により構成された か (1sis k) 及び ITk = O·ctrC刀）U Sk = Ctr(+刀』）と定
義される ITk を用いる帰納的定義法であり， en に対する既得の（差当り甲 1 を用いて得たと
考える）全域木庁 (1sis n)からCn+k に対する全域木 T/ek (1 s j s n + k) が構成される．
か (ls芦 k) はC
k
の互に t.p.·独立な全域木をなす が, ITk とか (1sis k) とは t.p.。独立
ではないので，この点に注意して構成法を定める．
［補題 12] rrk =Ok-I. S1 uok-Z. S2 uok-J. S3ロ・心Q,Sk-l USk 
（証明） ITk = 0·ctr(+刀）USk 
= 0·ctr(l O·ctr(+T� 勺）ul-Sk-l)uSk 
= 00·ctr(+四げ） U 0•Sk-l USk 
= 00• ctr(l O• ctr(で訂Ul·Sk-2 )u0-Sk-l u s k 




= ok -l·ctr( +T/) uok-Z·S2 uok -J·S3 U·'·UO·sk-l U sk 






000 011 101 110 001 010 100 111 001 010 100 111 000 011 101 110 
o• -s1 。3 -S2 00-S3 o.s• ss 
［補題13] r+ j = 1 oj-l . IT" u 1 oj-Z . sn+I u 1 oj-J . sn+Z u・・・ul·S"+j-t u S"+'n+j 
（証明） ［右辺] = lQj-1 . (Qn -1 . s t U on-2 . S2 U・・・uO·S"-1 uSり
U 1 oj-Z·sn+I U 1 oj-J·sn+Z U・・・Ul·Sn+j-lusn+j (●：補題12)
= (lO"+j-2 ·S1 u 10n +j-3 -S2 u・・・リ1on + j-(n +I) . Sり
U 1 on + j-(n +Z)·sn +I U 1 on + jー(n +3).sn+2 ロ ・・ul·S"+j-t u sn +i 
== r,,:
+
J」 c-. ・補題2 ,(2)) 
I 
構成法炉に於いて刀呻*(lsisn)を構成する際にはIlk を用い，T,,n+�
k (1 s j s n + k)を
構成する際にはT*を用いるなお，グラフrEl)k (1 s i s n + k)の点集合はwn+k となることは
論ずるまでもない従って，辺集合の定義だけが本質的な問題である．
［刀nEBk (1 Si幻n)の構成］
(a) Ilkの点o*にはr;n を埋込み部分グラフ゜•r;nEBk == Ok . r;n とし，その他の点WEWk には
U w'-T; を埋込み，部分グラフ "'T;呻k = w·U . w'-T'とする．w·ew"―i w'eW"―’
(b) (w', w")はIlk の辺であるとするこれにより定まる部分グラフ
W
力'HtEl)k はwn+k を点
集合とし，{(w'wlO叫w"wlOi -1)I w E wn -i }を辺集合とする．
上記の部分グラフの総和(union)を全域木r;nEBk とする．即ち，
戸= o'rn$k uU ' WT呻* uU W.H⑲K · I weW',w;,eO 1 k (w',wりeE(TI) w 1 
（叫a): =O*·T"uU , ,(w·U w'•T' 
1 weW, 匹0 w'eW'_, I) 
uU , (W"+*,{(w'w10i -l,w•w1oi -l)\wEW"-1}) 
(w',w")eE(TI) 
- 18 -
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［補題14] Il
k の任意の辺(w',w") E E(TIりに埋め込まれる刀nEBk , ••• , T� ⑲K の辺の総本数は
2n-l -1である ．
（証明）式（甲 k -a)の右辺第 3 項から D
k の辺(w',w")に埋め込まれるT,⑲K の辺の集合は
{(w'wlO'―1, w"wlOH ) I WE W勺




[ r,; 了(1::: j豆）の構成］
(a) 冗の辺(Ok ,0呵oj-1)E E(ok-j 訂）とその端点に対応するr:��k の部分グラフ：
点 Okには(W",¢) を ，点 0呵oj-1にはII"を埋め込み，辺cok ,ok-j 1 oj-l)に対しては辺集合
{(Ok w,O呵oj-lw)lwEWりを埋め込む．
(b)内の 辺 cok-j-how10j-l,ok-j-hl wl 01ー1)EE(Ok-j-h·Ht)(wEW如\区h ::'. k- j) と
その端点に対応するT,,�十↑の部分グラフ．但し， 1::: j ::'.k—lのと匂詞艮られる：
辺の両端点 ok-j-"Owlojー1,ok-j—hl wl ojー1に II"を埋め込み，辺にはこれらのWを繋ぐもの
として1辺だけから成る辺集合{(ok-j-hOwlO日. O"'ok- j-hl wlOjーI ·Oり｝を埋め込む．
(c) 上記以外の辺(w',w")(w', w" E Wk )は，1端点が(a),(b)で言及されないか又は両端点
とも言及されて いないかのいずれかである. (a),(b)で言及されない点にはグラフ (W尺ゆ）を
埋め込み，埋め込まれたグラフを繋ぐ辺集合 としては辺(w',w")に{(w'w,w"w) I w E W"}を
埋め込む．
（例） • : 7;" (1 :s; i幻n) Q: u , ; 
w'eW"










000 011 101 
Jしッ
010 100 111 
ヽ















00 01 10 11 ー・
｀ ， ・ ' ' . 、 , ·-
001 010 100 Ill 000 Oil 101 110 000 Oil 101 110 001 010 100 Ill 
T/ 
o o c
000 OJ I IOI I IO 001 010 JOO 111 001 010 100 111 000 OJ I JOI I JO 
00 01 10 11 
001 010 100 Ill 000 Oil 101 110 000 Oil 101 110 001 010 100 Ill 
冗
゜
000 Oil 101 110 001 010 100 Ill 001 010 100 Ill 000 Oil 101 110 
00 01 10 11 
001 010 100 111 000 011 IOI 110 000 011 IOI 110 001 010 100 111 
TS4
 
000 011 101 110 001 010 100 Ill 001 010 100 Ill 000 Oil IOI 110 
00 -· ' 
01 10 ll 
冒 ． ｀ 冒 ・ ' . � 
001 010 100 Ill 000 Oil IOI 110 000 011 IOI 110 001 010 100 Ill 
匹
5
000 01 I IOI 110 001 010 100 111 001 010 100 111 000 011 101 I 10 
ここで rr\か，…，刀K の役割に関して相互の関係を明らかにする ．




TfのHパj < h)の項の和に関しては次の補題が成り立つ ．
［補題1sJ u� 旦ok-h •HY u co\ ok-h10h-i) = ok-h . sh c2�h�k) 
（証明） U悶ok-h •HY u (Ok , ok-h1 oh-I) 
=U悶ok-h . (Wh '{ (Owl oj-l'1 wl oj- l ) I w E wh-j-l}) u (Ok 'ok-hl oh-I) 
= ok-h ·(Wh ,{(Ow,lw) I WE wた1 ,w-:t= oh-I}) uok-h ·(O\ 1oh-l) 
= ok-h ·(Wh ,{(Ow,lw) I WE wたI })
- 20-
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似，ok-j10j- 1 )u ok-u+1> . H ;+1 u ok-u+2> . H ;+2 い ・・UO·Hy-1 uHJ
(Ok ,lOk-1)
( 1::; j < k) 
(j == k) 
［補題 16] T口□:�k � ok-j·Sj uok-(j+l) -sj+l uok-(j+Z) -sj+Z U…U0·Sk-l USk 
（証明） (a) j==lのとき
［左辺l==(O\O呵） uok-z -H12 uok-3·H/ u… uO-Ht- 1 uH1
k 
f;;:;Ok-1 ·S1 uok-Z·S2 uok-3 -S3い-uo-sk-l usk
（・・・ (W冒(0\0呵） }) == o
k- 1 . 8 1 ; 補題 15より，ok-h ·H 1h� ok-h.sh (2::;;h::;;k))
(b) j�2のとき
［左辺l = cok , ok-jI oj-l) u ok-(j+I) . H ;+ 1 u ok-u+2i . H ;+2 u・・ ・ uO-Hy- 1 uHJ
� ok-j _sjuo臼j+I)-sj+I U0k-(j +2 )•Sj+2 U…UO-sk-l USk 
(·: 補題 15より，(W\{(o\ok-jl)})� ok-j .sな ok-h •H; � ok-h . sh u + 1豆h:::;; k))
［補題 17] E(I;_口口:�k )nE(I;。□:�k ) = 炒
（証明） Tロデの辺は，(O\Ok-ilOH )又は両端点が一般に後綴 lOH を持つ(v'lOH , v"lO; ―I)と
(i * j)




k = U!=1ok-h• sh 
（証明） Uk TロEllkJ=I 口 +j
ー
==(Ok , ok- 1 1) u ok-2 . H 12 u ok-3. H/ u ok-4. Ht 
u(O\Ok-2lO)uok-3·Hi uok-4 -H; 
u(o\ok -3 10りuok-4-H; 
uO•Ht1 uH 1k 




噌，ok-1 1)u ((Ok , o呵O)uok-z•H/)u((Ok ,ok-310加U�=10k-3-H加…
···U((O\OIOk-2 )uU昇0-H戸） u((Ok ,lOk-l)uU� 詞）
- 21-
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=Ok -I·S1 uok -2 ·S2 u ..'uo-sk -l U sk (': 補題 15)
ー
ここで全域木 r,,:�k (1:,; j:,; k) の表現式を求める．
(1) rrnを埋め込むTfの点の集合：
部分グラフ T。:�k の点からOk を取り除いた点の集合は
{ok -jl oj-l} u {ok -{j+l)Ol oj-l'ok -{j +l)l 1 oj -l} u {ok -{j+2 )0wl oj-l'ok -(j+2 J1 wl oj-l I w E wりu
… u{Owloj -l ,lwloj-l I W E wk -j -l} 
= {ok -jloj -l} u {ok -{j+llw10j-l I w E W1 } u{ok -(j+2lw101- 1 I w E w汀U···
. . u{wlOj -i I w E wk -j} 
= { w101-1 I w E wk -j} 
であるこれらの点には汀を埋め込む ．これにより T,t+�
k の部分グラフ Uwew•-1 wl oj -1 . ITn 
(l:;;j:;;k) を得る ．
(2) その他の点には(W\¢)を埋め込む ．
(3) Uに{ok -</+h ).H th の辺(Ok -(j+h )Owloj-l, ok -(j+h )l wl oj -l) (WE wh -l) には 1 辺から成る
辺集合{(Ok -U+hJOwl 0戸。 n ,ok -(j+h)l wl oj-l。り｝を埋め込む．それにより得られる辺集合は
U芦{(ok-(j+h )Owl on+ JーI'ok-(j+h )lwl on+ j- 1 ) I w E wh-1 }
=U冨ok -(j+h) . E(H;: 戸） = E(ok -(j +I) . H悶j+I) u ok-(j+2) . H;:;」+2l U·••uH;:J)
である但し，この項はl:s;j:s;k-1 に対してのみに適用される ．
［補足J u芦ok -(j+h ). H th の辺はW の辺でもある辺(ok-(j+h)Owloj -l, ok-(j+h)l wl oj -l) (W
E Wた1 ,I:s;h:s;k-j) に埋め込まれる庁竺…，�呻K の辺は 2n -1本あり，それらは集合
u;=I {
 (Ok-(j+h )Owl 0」-I·w'loi -1 , ok -(j +h )l wl oj-l·w'l oi -l) I w' E wn -i}
をなし，辺(ok -(j +h)OwlOj -l.on ,ok -(j +h )lwlOj -l -0りを含まない．これが残りの 1 本である ．
(4) Tk のその他の辺は，補題 2 ,(1)によればU
J 
weW J ,_1 w-T
1 の辺であるが，同補題(2)により
E(U咋w•-1 w-Tj) = E(Uwew•-1 w-{lOi-2 -S1 ulOi -3 -S2 u…ul-s:i -t uSi })
この各辺(w',w") に 2n 本の辺を埋め込みTn:�
k の辺とする ．即ち，
u咋w•-1 w-[10j -2 ·{ (Ow", 1 w") I w" E wn } u 1 oj-)·{ (Ow'w", 1 w'w") I w' E w1 , w" E wりU
. ··Ul·{(Ow'w",lw'w") I w'E wi -2 , w" E W"} u{((Ow'w",lw'w") I w' E wj -l, w" E wn }]
=U
咋wk-1 w[IOi-
2 ·{(Ow',lw') I w' E 町}uloj -)·{(Ow',lw') I w' E W叫U・・・
···Ul·{(Ow',lw') I w'E wn +j-2 }u{(Ow',lw') I w' E wn +j - 1 }]
= U w-[lOi-2·sn +I U 1oj-)·sn +2 U…u1-sn +Jー1 uSn*i ] (l:s;j:s;k)weW k-J 
以上を継めると次式のようになる．
- 22 --
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T,,"+�
k = U wewk-j W·1 o
j-l·TI" U Uに{ok-(j+h). H;:y+h)
（叫b): 叫weWk-j W ・ (U叫0
1ーl-h.sn+h usn+j) (l�j�k-1)
r,,:�
k = 10k-l . TI" u U!:\1 ok-1-h . sn+h u sn+k 











I. k = 1 のとき式甲k _aに於いてk= 1 と置くと，
臼=O·T," ul·Uwew"-'W·T,
i u(W叫{(OwlO叫lwlOH )lwEW"-;}) (':I1 1 =Sり




Tn$k = Ok·T" U U 
J J 
k weW ,w,,O (w·U w'·Tj)w'eW"―J 
uU (w',w')eE(ITり(W"
+\{(w'wlO八w"wl01-1)I w E Wた'})




n+k-l'{(w'wloj-l'w"wloj-l) I WE wn-j })] 
ul-U (w·U 
'-! 
wew'-1 w'ew"-J w'·Tj) u(w
n+k ,{(Owl01 ,lwloj-l) I WE wn+k-jーI})
=O·T. nEB(k-1 ) 
J 
ul-U weW ,+k-J-1 W·T
j UH戸
J 
=O·T"+k-i ul-U n+k J weW ,.,_,_, W·Tj u Hj (. 帰納法仮定よりT/
④(k-1 ) = T/+k-1)
一方，補題2 ,(1)より
T戸= uwew"•'ーJ w-Tj uo
n+k
ーJーI·Ht! uon+k-j-2·Ht2 u…u O . H;+k-l u H;+k 
= o. [U wew••<'ー1)-jW·T j u o
n+(k-1)-j-1 . H ti u on+(k-1 )-j-2 . H戸 U…uH;+k-1 ]
叫. u ,.,_,_, w. Tj u H�+k weW J J 








n$k n + k 
n + j =T n+ j ( l �j� k -1)
（証明）式甲k _b より
T,,"+�
k = u weW人-J w ・ [1 o j-l . IT" u 1 o j -Z . sn+I u 1 o j -3 . sn+Z u・・・ ul-S"+」-!us呵
uo k -(j +I) . H悶j +I)u ok-(j+2) . H悶j+Zl u· · ·u H;:5
= u W. T" + j uo<n+ k )-(n+ j )-1 . H(n+ j)+ I U o<n + k )-(n+ j)-2 . H( n+ j)+2 Uwew<••'H"+J) n + j n + J n+ j 
... u H�::n+(k - j) (・・・ 補題 13)
= Tn+k (·. ・ 補題 2,(1))n + j 
［補題 21] T⑲ k 1 +k n + k ==T n+k 
（証明）式q,k _b より
r:+�
k == 1 o k -l . IT"叫o k -2. sn +I 叫o k-3. sn +2 U ・・ ・ l ·sn + k-1 U sn + k 
ー
= r.::
k (". ・ 補題 13)
I 
補題 19,20,21 を綜合すれば次の定理を得る．
［定理 5] 構成法炉により構成されたCn +k の全域木 T
⑲k( l sjsn+ k) と構成法炉によ
り構成さ れたC, +k の全域木Tt
k (1 s j s n + k) は相等しい
I 
構成法乎と'Pk ( k �2) の等価性が示されたため，炉に対して得られた定理 1 ~4, 系 1,
2,3 はすべて炉に依って構成されたT/(l)k (1 s j s n + k) に対して成立する．
なお，例として炉による冗，···,T66 の構成を附録 1,2 に示す．
8. 一般化された超立方体グラフへ
k 次元一般 d 超立方体グラフ (.k-dimensional generalized d·hypercube graph) C(d ,k) = 
(V( d, k), E(d, k)) を次のように定義する．
1. C( d,1) は d 点から成る完全グラフ Kd である．
2. C( d, k) = C(d, k -I)xKd ・
定義から， IV( d, k)I=が，C( d, k) の点は d 個の数字の組 ak ak-1 … a/ai E{O, l,-··,d -1},
j = 1,-· ·, k )で表され， 2点は各 d 個の数字の組の丁度 1 個の座標が異なるときに E(d, k) の
辺で結ばれる（次頁に例を示す）亦， C( d, k) の直径は dia(C( d,k)) = k , 更に，次の事実（補題
22)が知られている．
［補題 22] C(d,k) の任意の 2点 x,y 間には，丁度 k(d -1) 個の内点独立な道が存在し， これ
- 24 -
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らの道の中でdisqJ ,k> (x, y)個は 長さdisC(J ,k/x,y)を持ち，disccd .k/x, y)(d - 2)個の長さは
disc(J .ki(x,y) + 1, 又残余の(d- l)( k-disC(J ,k) (x,y))個の長さはdisC(J ,kJ(x,y)+2である．」
C (d, k )の t.p.—独立なk (d-1)個の全域木勾，…，四(d-1)が 構成できることは比較的容易に
確かめられる更に一歩を進めて， C (d, k )の任意の点xから根rへの木刀，…，Tk(d-1)の道に
関して補題22が成立するように四，···,Tk(d-1)を構成できるであろうと予想するが，現時点で
は部分的に確認されている（附録3に例を示す）とのみ述べるに止める．
（例） C (3,3) 
dia(C(3,3)) = 3, I V(3,3) I= 27 
100 102 
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3 oool T/Ell3 I ooo I r� 坤3











101 101 101 刀









110 110 11 
T3 
碑3 100 T3 
坤3 100 茫 I 1001 T3細3
［註 tJ 例えば， (000,001) 欄の100 の項は， c6 の辺 (000-100,001 ・100) が四細3 の辺として使
用され， 010,110 の項は， c6 の辺 (000·010,001-010),(000·110,001 ・110) が T2細3 の辺として
使用されることを示す．
(000�001) I (OOf OlO) (000, 100) (001, 011) (001, 101) co 10,110) I (011, 111)
001 tt I 001tt 001tt 000 000 000 000 
T4 












111 I 111 111 111 111 111 111 
［註 tt J 000 が無いのは，辺 (000·000,001·000), (000·000,010·000), (000·000, 100·000) が
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000 001 010 011 100 101 110 111 
T
I 
細3 か u weW2 w·T I I ... t . . .  . . . ． ． ． . . . u weW2 w·T I I 
T2 細
3
Ti u weW1 w·T 2 2 . . .  . . . . . . . . . . . . u weW1 w·T 2 2 
T3 





3 N I13 N n3 
T5 
細3 N N rr3 N .n Q. rr3 Q 
T6 





附録2. c6 のt.p. 独立全域木
000 001 
. . . . . . 
I 2 4 7 0 3 5 6 
6
 Tー
010 01 I 
． ． 、 ・
如 ・
03561 2 4 7  
100 IOI I 10 111 
冒 . . . . . . . . . . . 
0356 ] 2 4 71 2 4 703 5 6  
だム
0 3 5 6 I 2 4 7 2 4 7 0 3 5 6 I 
000 001 010 011 
、 , . , , , , . , , . • 
1 2 4 703 56 03 561 2 4 7  
2 4 7 0 3 5 6 0 3 5 6 I 2 4 7 
100 IOI 110 Ill 
. . . . . . . . . . . . 
0356 1 2 4  71 2 4 703 5 6 
0 3 5 6 I 2 4 7 2 4 7 0 3 5 6 I 2 4 7 0 3 5 6 0 3 5 6 I 2 4 7 
000 001 010 Oil 100 IOI 110 Ill 
�· . . . . - - • •  �—·-、 -—•一. . . �· ―― 冒 ・ 會




0 3 5 6 I 
000 001 010 Oil 100 IOI 110 Ill 
• . . ' . . ' . . ' . . ' . . ' . . ' . . 、 . • 
1 2 4 703 56 03 561 2 4 7  03561 2 4  71 2 4 703 5 6 
6
 T4
2 4 7 2 4 7 0 3 5 6 I 2 4 7 0 3 5603 561 2 4 7  
0 3 5 6 I 2 4 7 2 4 703561 2 4 7 0 3 560 3 561 2 4 7 
000 001 010 011 100 101 110 Ill 
. . . 冒 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 




0 3 5 6 I 2 4 7 2 4 703561 2 4 7 0 3 5 6 0 3 5 6 I 2 4 7 
000 001 010 011 100 101 110 Ill 
． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ． ・ ． ． ． ．
1 2 4 703 56 03 561 2 4 7  03561 2 4  71 2 4 703 5 6 
T6
6 
0 3 5 6 I 2 4 7 2 4 7 0 3 5 6 I 2 4 7 0 3 5603561 2 4 7 
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・ Height(刀(3,3)) = 4
001 





・ Height(四(3,3)) = 4
002 
110 111 120 121 210 211 220 221 
000 
r<3 ,3 J. 
3
・ Height(四(3,3)) = 4
010 











3 ) + 1 disc(3,J)(v,Oり+2
001 1 001 2 001 3,4, 5,6 
002 2 002 1 002 3, 4, 5,6 
010 3 010 4 010 1,2, 5,6 
011 3, 1 011 4,2 011 5,6 
012 3,2 012  4, 1 012 5,6 
020 4 020 3 020 1, 2, 5,6 
021 4, 1 021 3, 2 021 5,6 
022 4,2 022 3, 1 022 5,6 
100 5 100 6 100 1,2, 3,4 
101 5, 1 101 6,2 101 3,4 
102 5, 2 102 6, 1 102 3,4 
110 5, 3 1 10 6,4 110 1,2 
111 5, 3, 1 1 1 1 6,4,2 111 
112 5, 3, 2 1 12 6,4, 1 112 
120 5,4 120 6, 3 120 1,2 
121 5,4, 1 12 1 6, 3,2 121 
122 5,4,2 122 6,3, 1 122 
200 6 200 5 200 1,2,3,4 
201 6, 1 201 5,2 201 3,4 
202 6,2 202 5, 1 202 3,4 
210 6, 3 210 5,4 210 1,2 
211 6, 3, 1 211 5,4,2 211 
212 6, 3,2 2 12 5,4, 1 212 
220 6,4 220 5,3 220 1,2 
221 6,4, 1 221 5, 3,2 221 
222 6,4,2 222 5,3, 1 222 
例えば，V=-210に対して，dis井3J小 (v,000)= disqJ,3) (v,000) = 2 (i = 3, 6),
dis
z;
"J'(v,000) = disqJ,J) (v,000) + 1 = 3 (i = 4,5),




［命題1 J v = a3a2a1 をC(3,3)の000でない任意の点とする全域木T/3-
3> (i = 1, ・・・，6)に対
して下記が成立する．
I. ar;;27=0ならば， dis7p.i, (v,000) = disq3.3i(v, 000) + 2
IT. a「i/27五0 のとき，
(a) a「i/27 + 2(「i/21-l)=iならば， dis
r,
,iJ, (v, 000) = disq3,3i(v, 000)





,k) (i = 1, …, 2k)の構成法 と同様の方法でC(d ,k)に対する全
域木r;<d ,k) (i = 1,2, …，(d -l)k)を構成したと仮定する．
［命題2 J V = adad-1 , .. al をC(d ,k)の0
d =00…0でない任意の点とする．全域木r;<d,k\i=
1,2, …，(d -l)k)に対して下記が成立する．
I . a位(d-1)7 = Oならば， disr,,d·" (v, oo .. ·O) = disC(d,k) (v, oo .. ·O) + 2
IT. a「i/(d-1)7 7'Qのとき，
(a) ari/(d-l)l + (d -1)(「i/(d-l)l-l)=iならば， disr;,d·" (v, 00…0) = dis c(d ,ki(v,00…0)
(b) a位(d-1)7 + (d -1)(「i/(d-l)l-1)7'-iならば，d isr,,d·" (v, 00· · ·0) = disc(d,k) (v, 00· · ·0) + 1
I 
事実，例えばC(4,2)の全域木r;<4,2) (i = 1, …, 6)に対して命題2は成立している．
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